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Einleitung. 


$ 1. Lösungsmethoden. 


Mit dem Problem der „Körper grösster Anziehung“ 
haben sich die Mathematiker vielfach beschäftigt. Als 
Lösungsmethode benutzten die meisten wie Boscowich, 
Saint Jacques, Playfair, neuerdings Spijker, Wangerin 
den Satz: Ein Körper übt maximale Anziehung in gegebenen 
Richtungen auf gegebene Körper aus, wenn für seine Be- 
grenzungspunkte die Summe der Anziehungskomponenten 
in den gegebenen Richtungen konstant ist.) Auch ich 
benutze diesen Satz zur Lösung, werde aber in den meisten 
Fällen durch besondere rein analytische Behandlung mit 
Hilfe der Variationsrechnung die Richtigkeit der Resultate 
nachzuweisen versuchen. 

Als Anziehungsgesetz ist zu Grunde gelegt das Newton- 
sche: zwei Massen m und m’ im Abstand r im R„ ziehen 
m-m' 


sich an mit einer Kraft K= u Eis 


1) Beweis siehe: Spijker, Diss. Zürich 1904, $2 oder Wangerin: 
Potentialtheorie I. S. 129. 


esbetl 
Körper grösster Anziehung auf ein Ellipsoid 
von n Dimensionen (ein En). 


Kapitel I. Lösung des Problems: 


Gegeben ein homogenes Ellipsoid E„ und eine 
homogene Masse. Welche Gestalt und Lage muss. 
die Masse haben, damit sie auf das Ellipsoid in 
gegebener Richtung die grösste Anziehung ausübt? 


8 2. Berechnung 
der Anziehungskomponenten des E.. 


Für die Ellipse E, und das Ellipsoid E, ist dies Problem 
schon behandelt von Spijker.!) Um das Problem auf den 
R„ auszudehnen, gilt es, vorher die Anziehungskomponenten 
eines E„ im R„ nach unserm Gesetz zu bestimmen. In der 
Ableitung dieser Formel folge ich Chasles.?) 

1. Newtonscher Satz für den R.: Im R,„ übt eine von 
zwei konzentrischen, ähnlichen und ähnlich liegenden E, be- 
grenzte „Schale“ auf einen innern Punkt keine Anziehung aus. 

Beweis: Als Ellipsoid E,„ definieren wir ein Gebilde des 
R. mit der Gleichung 


Xn2 
. An2 


— 1, 'a) >, u 


1) Siehe: Spijker, Diss. Zürich 1904. 
2) Vgl. Klass. d. exakt. Wissenschaften. Band 19. 


NR ee 


Die „Schale“ sei zunächst unendlich dünn. S ein 
Punkt im Innern sei Scheitel eines Kegels Ke„ mit unend- 
lich kleinem Öffnungswinkel, der aus 
der „Schale“ bei A und A’ zwei Vo- 
lumenelemente v und v’ ausschneidet, 
die man bis auf unendlich kleine 
Grössen höherer Ordnung als Differenz 
zweier Kreiskegel ansehen kann; also 


Grundfläche X Höhe !) 
Ke, ==> TEE TE TE Taten == 


wo o das Flächenstück ist, das der 
Kegel aus der Einheitskugel K„ ausschneidet. 

m — (SAr — SBr)— 0.AB-SAr-1; vV —o.AB.SAn-1, 
2 NORSK Fe A 
Sär-ı  SArn-ı 


und da AB=A’P’ ist, 


n— 


Nun ist = w die Anziehung von v auf S. Auf S 


wirken also zwei gleiche aber entgegengesetzt wirkende 
Kräfte, die sich aufheben. Da A und B ganz beliebig waren, 
gilt das für jeden Punkt. Die „Schale“ übt keine Anziehung 
auf S aus. 

2. Verallgemeinerung des Ivoryschen Satzes: Gegeben 
sind zwei konfokale Ellipsoide E„, auf der Oberfläche des 
ersten die Punkte A und B, auf der Oberfläche des zweiten 
die korrespondierenden Punkte A’ und B’. Dann ist AB’—= 
A’B. Der Beweis ist ganz analog dem für 3 Dimensionen. 

3. Verallgemeinerung des Maclaurinschen Satzes: Die 
Anziehungen von zwei unendlich dünnen korrespondierenden 
„Schalen“ verhalten sich wie die Massen der „Schalen“. 


1) Vgl. Schoute, Mehrdimensionale Geometrie. S. 112, 


u A 


Beweis: Zwei ähnliche und ähnlich liegende E„, die 
eine unendlich dünne „Schale“ begrenzen, seien bestimmt 
durch 


RY2. Xp Xn? Be Xn? 
er Sr rl lee RR =u— du. 
a? er 29? ar An? f a” = a52 
Jeden Punkt P (x, ... x.) dieser Schale ordnen wir einen 
Punkt. P (X @. 2%, ) zu, so dass 
X] ER a] Xn Re An 


aa yaatr 
Diese Punkte bilden die korrespondierende „Schale“ 
(838) mit den Begrenzungen 


Dann beweist man analog dem Beweis für 3 Dimen- 
sionen, dass die Anziehungen dieser „Schalen“ auf einen 
äussern Punkt sich verhalten wie die Massen; speziell, dass 
die Anziehung von (U W’) auf einen Punkt P’ auf ® gleich 
ist der Anziehung von (8%) auf P’ mal 


a as a ” 
via Fa). ae) 


wo 4A bestimmt ist als Bi Wurzel der Gleichung 


a rum Yale 33 an u u 
und X, ...Xn Koordinaten von P’ sind. 


4. Bestimmung der Anziehung auf einen Punkt der 
Begrenzung. Unser Problem ist damit zurückgeführt auf 
die Berechnung der Anziehung einer dünnen „Schale“ auf 
einen Punkt P’ der äussern Begrenzung (8), P’ sei der 
Scheitel eines Kegels Ke, mit kleinem Öffnungswinkel, der 
aus der Schale ein gewisses Volumen ausschneidet. Dieses 


BEN ER AL 


teile ich in Elementarschichten vom Volumen or-'dr. An- 
ziehung eines solchen Teilchens auf P’ ist (o = Dichte) 


o' ao. re ee: 
7 


—ouodr, 
also von der ganzen Masse im Be 
dn 
wg0 (PD+ED)—= neo —r 
Da nur die Komponente längs der 
Normalen wirkt, bleibt 
2 woodn. 
Um die Anziehung der ganzen „Schale“ 
zu bekommen, ist o zu integrieren über 
| eine u K,„, also ist 


Termine 


Das dn bestimmt sich leicht: 


a. sry th (88 er 


Um endlich die Komponenten der Anziehung in Richtung 
der Achsen zu bekommen, ist noch mit 


xy 


3,2 +4 


208.0, — SS IITTTBATE 
Varta 
zu.multiplizieren. Da endlich 
%r An? 
VS tar 
ist, so erhält man schliesslich als Anziehungskomponenten 
der „Schale“ 8%’ auf P’: 


Tr} 
A ouner 


dA; analog (xs),.. - (Xn)- 


REN 
5. Anziehungskomponenten des Ellipsoids E,. 
Die Anziehungskomponenten von (AW) auf P’ sind 
. in 
gu BEE» x; dA | ee 
(a? +4) Va? +)... (an? + A) 2%) 
Teilt man nun das Ellipsoid En 


31° N 1 
a2 a 
1 n 
durch ein System von Ellipsoiden 
x,2 Xn? 
—+..——- =u 
a, E An 


in solche Schalen, so erhält man durch Integration, da u 
von O0 bis 1, also A von einem durch die Gleichung 


ee PN 
+... ECHT 1 bestimmten A bis oo variiert: 


T 1 
Yı=aıa...aunee2 2 X x 


FR dA 
ESIGEnBRT ER 
analog2Ya rd 


Auf ganz anderm, nämlich rein analytischem Wege mit Hilfe 
der Greenschen Formeln findet Cayley für das Potential der 
Anziehung eines Ellipsoids 


oT dA BR 
2 T(3)) Va? +A)...(an2 +2) 


Ne 


ee I NE 
a°+4 ati mtl 


woraus sich durch Differentiation die Richtigkeit obiger 
Formeln ergibt. 


Br te * 


Zur Vereinfachung setzen wir den konstanten Faktor 
1\n 
Ca ee. 
Tz 
das Integral Don 
y (a? +A)V(a1? +4)... (an? + A) 


und entsprechend die andern. 


Z,® 


8 3. Lösung des Problems und Diskussion 
des Resultats. 


Die Anziehungskomponente in der Richtung (e, ... «.) 
eines Punktes P (x, ...X„) auf ein Ellipsoid E, (a, ... an) ist 


(1.) A=, 8 ZzZ9 +, %Z9 +... En Xn Zu®, 
wo A grösste Wurzel der Gleichung 
ur Xg BER 
ee Tag Fe ist. 

Nach $1 ist für Punkte der Begrenzung des Körpers grösster 
Anziehung in der gegebenen Richtung («| ... a.) das A kon- 
stant. Also stellt (1.) für variable x,...x.n die Begrenzung 
des Körpers grösster Anziehung in Richtung (a, ... a.) dar. 

Die Konstante A hängt von der Grösse der gegebenen 
Masse ab. Wächst die Masse, so wird A, die Anziehung 
der Begrenzungspunkte, kleiner, für die Masse M=0 ist A 
ein Maximum, für M=oo wird A=0. 

Gibt man A einen bestimmten Wert, so stellt (I.) einen 
ebenen R._ı im R„ dar, der jedes Ellipsoid E„ in einem 
En._ı schneidet. Die Begrenzung des Körpers grösster 
Anziehung schneidet jedes konfokale Ellipsoid in 
einem E._\; und zwar nach dem Maclaurinschen 
Satze so, dass der äussere Teil für dieses Ellip- 
soid als Körper grösster Anziehung in Richtung 
I (0...) angesehen werden kann. 

Ein bestimmtes Ellipsoid A wird bei festem A den 
Körper grösster Anziehung berühren. Der Berührungspunkt 


UT 


ist dann derjenige, der von allen Punkten des Ellipsoids A 
in Richtung 9 die grösste Anziehung erfährt. Da für dies A 


A=0, ”, KA ZORE und 
Xn An 
Fun ur aaa ar j 


identisch sind, so ergibt sich daraus 


als Bestimmungsgleichung für A 


1) A=a2(ZA (ar +) +2 ZB art) +.. 
008 (Zu®)8 (a2? 4A), 


Dasselbe erhält man, wenn U= a, x%Z9 +... @n Xn Zu® 
ein Maximum werden soll. Umgekehrt lässt sich aus 1) bei 
gegebenem A das A bestimmen; speziell für A=0, also wenn 
das ursprüngliche Ellipsoid berührt, d.h. wenn der Körper 
grösster Anziehung zu einem Punkte zusammenschrumpft, 
also M=0(, so erhalten wir als Maximalwert von A 


An — Var a? (ZH 220720) +... 20200 (0%, 
Dieser Punkt hat die Koordinaten 

2°, 7,0 a2? 0, Z,0 An” &n Zu® 
NE TE X — FG euere Ku, N s 
Nach dem Maclaurinschen Satze kann man die Wirkung des 


Ellipsoids ersetzen durch ein konfokales mit derselben Masse. 
Ersetzen wir unser E„ durch das mit derselben Masse be- 


legte Fokal-Ellipsoid Eu (Ya? — a2, Yaa?— a2... 
V(an_ı?— an2), dann kann auch das A noch grössere Werte 
annehmen, nämlich. bis 


X = 


Amax —_— 
wo: 


Lan, I ar ZI) 
(a? + A) Va? HA)... (an +4) 
l 


&n- Lim 
2ya?+R 
4 an? Ä 
2 o DD) i 92 1st. 
(a, aaa du} ... (An ar An ) 
Dieser Wert für A kommt vor im Punkt 
RO ZT °n') a Are) 
 ERÄLTE TOT TER leer ra 
max 
eu nun e). o, 


Arısz 
Schritt mitderxexe EDeine, 5 ed) “a l; —k). 
k2 
a, Ro m A N KET , Er A 
Für jeden Wert des Parameters 4 ergibt das eine Gerade 
und eine Ellipse. Beide schneiden sich (bilden also Punkte 
unserer Schnittfigur) nur, wenn der Pol der Geraden in 
Bezug auf die Ellipse 
AN (ar? AR) ar Zu 
mmT NT Sr 


a 2 X] — (x Z,) Rılz A; e,]. 


ausserhalb der ws liegt, also 


a Se! a 3 Eu 
(a,? + A) a? (2,9)? + (au? + A) an? (Zu ®)? > AP, 


Soll es überhaupt reelle Schnittpunkte geben, so muss wenig- 


stens für A —= — an? unsere Ungleichung erfüllt sein. Es muss 
A < yl(a,? — 222) @,2(Z, 9)? (au? — an?) ax? (Zx” ®0?))2 sein. 
It A=y...,so reduziert sich die Schnittkurve auf den 


Punkt 


(a,?— au?) a, (2,7%?) (ax — An?) ax (Zu To?) 
KR X — 
Schnitt mit der x,%.n Ebene. Das angezogene Ellip- 
soid ist durch das Fokalellipsoid E„_ı zu ersetzen. Die Kurve 


X. Ze era, Zn, 


hat reelle Punkte, wenn 


N a,? a, 2 27292 1 „2 N TE Bir [(an? + )) Zu® 2] — 
4 On? 
V ae. (2,2 — 2.9) (a3? — 202)... (a2) 
It A=y..., so reduziert sich die Kurve auf den Punkt 
(a1? — an?) a, Z, 79) 
A 

Analoges bekommen wir als Schnitt mehrdimensionaler 
Achsenräume. 

„Randkörper“ der Begrenzung. Als solchen be- 
zeichnen wir den krummen R,„_s, indem sich die Begrenzung 
(krummer R._ı) und das Fokalellipsoid E„_ı schneiden; er 
bildet die Endpunkte der Begrenzung. 


Setzt man A= — a1, so folgt: 
A X} 0 27 an.) + ee ART an.) + 


Lim Xn en 
Te DEI SIE D 
EN ee lan +4) 


Lim Z9 Anz 1 N 
ae V(a,? — an?) (aa? — An”)... (An-ı? — an?) 


X — et) 


im N Ra a 3 0 
v An +4 \ a m m — An an? 

Gleichung des Randkörpers: 

1) nn Fir Br Fan Free 
a — An? 297 — Ang An_ı? — An? 
(A— X & ZT en) — 2, Rn On Zeiss an)? X 

(a,? a An) ... (an_4° Era au?) 5 
A u? 


Setzt man beide Seiten dieser Gleichung einzeln gleich Null, 
so erhält man einmal die Gleichung des Fokalellipsoids E._,; 
die andere Seite gleich Null gesetzt gibt die Gleichung eines 
(doppelt zu zählenden) ebenen R._s. Beide schneiden sich 
in einem krummen R,„_; und zwar einem E„_-s, indem sich 
Fokalellipsoid und Randkörper berühren. Dieses Schnitt- 
ellipsoid wird zu einem Punkte, wenn 


Ar u Zn — Key na a) 0) 
das Fokalellipsoid berührt, oder 
A—=a?Z ed? ?— a)-+... 
nn Lu nl fAn—ı2 er des) 


Für diesen Wert berühren sich Fokalellipsoid und Rand- 
körper in n.ter Ordnung. 


Kapitel II. Eigentlicher Körper grösster Anziehung. 


$ 4. Gleichung der Begrenzung. 


Bei gegebener Masse wird die Gesamtanziehung auf 
das Ellipsoid sich ändern mit der Richtung. Die Gesamt- 
anziehung wird am grössten sein in der gegebenen Richtung, 
wenn diese Richtung mit der Richtung der resultierenden 
Gesamtanziehung zusammenfälltt. Da nun die Anziehung 
auf ein Ellipsoid in Richtung der Achsen symmetrisch ist, 
so wird offenbar für diese Richtungen auch die Resultante 
der Anziehung in diese Richtungen fallen. Wir erhalten also 
für diese Richtungen n Extremwerte.e Um das Maximum 
zu bestimmen, fragen wir, in welcher dieser n Richtungen 
ein Punkt maximal angezogen wird. Je nachdem dieser 
in den Endpunkten der Achsen liegt, erfährt er die An- 
ziehungen bezw. | 

N ZN rau 2,0 in Richtung. der. Achsen a,, 
Ag ...An. Es zeigt sich, dass von diesen Werten a, Zu” am 
grössten ist. Um dies nachzuweisen, bilden wir 


EN 


/ di 
aa a 


An Zu — a, 27,0 —a 


dA 
f a +9Y@? FM... 


[mer un ku 5 7 21 an 2.2 0) ve 
Narr Ha a? FA ar +A)...(ar-? FA) @rr FA). nt) 


Integrieren wir partiell Judv=uv-— /vdu und setzen 


ae A, An — 4 w 
 V@?+% +9] 
va? Friya2 tr ae 


a, 0. a, Zz,o re 
Var + a Var IN... Marz A) ae 
+... 


Va + Dar +2) a HR)... (HM @rt HN. An FA 


1 

Va Fa? HN)... -+ | 
Ein einzelnes Element des Integrals ist für A zwischen 
0 und co immer positiv; also wird auch die Summe der 
Elemente, das ganze Integral positiv sein, d.h. 

24 Zu, =, 2,0 20 20a, ZI Ze 
Das gilt für jedes » von 1 bis n—l, d.h. an Zn” ist der 
grösste Wert. Diese Ableitung gilt aber nur für n >2. 
Kurcne 2215: | 


Ka a, & a, — 4 Yin 
a er NICK ESG EN ICH Eee a 


A 


Mal 22) v| hier ist as2ar a, 2% 


Hier ist die Anziehung gleich, ob der Punkt im Endpunkt 
der grossen oder kleinen Achse liegt. Das ist der Grund 
des von Spijker als so eigentümlich gefundenen Resultates. 
Wir haben allgemein: Ein materieller Punkt wird von 
emem-Ellipsoid En in >2): am stärksten angezogen, 
wenn er sich in einem der beiden Endpunkte der 
kleinsten Achse befindet. Umgekehrt wird dieser Punkt 
auch die grösste Anziehung auf das Ellipsoid ausüben. Aus 
dem vorigen geht hervor, dass in Richtung der kleinsten 
Achse eine gegebene Masse die absolut grösste Anziehung 
auf das Ellipsoid ausübt. Die Gleichung der Begrenzung 
des eigentlichen Körpers grösster Anziehung ist also nunmehr 


2 
Br run.» — + —— 
BT € ... 
b) a, 1 a: 


85. Diskussion der Gleichung. 


Man erkennt sofort, dass die Begrenzung symmetrisch 
zu allen Achsen ausser der x„-Achse ist; ebenso sind alle 
X, Xn-Ebenen Symmetrieebenen. Die Gleichungen der Pro- 
jektionen auf die x, x„-Ebenen sind 


ML A 
2-44 An -+4 un — un ne 
Projektionen auf die x, x„-Ebene w=#n w-=n) sind die 
Ellipsen 
00 A? 
ET ET 


Das Berührungsellipsoid von Randkörper und Fokalellipsoid 
ist hier immer imaginär. 


MER ter 


Kapitel III. Spezialfälle. 


Sp. NDenPatlen m: 


Dieses Problem ist von Spijker ausführlich behandelt 
worden. Ich möchte dazu nur einen interessanten Satz 
nachtragen, der von ihm übersehen ist. 

Für den Fall n=2 ist es nämlich möglich, Inhalt des 
Körpers und Gesamtanziehung auszurechnen. 


Ari‘ 
% eur SFÄE TOT +). 


= list, 


a te 
Setzt man x—=yb?+AR cos, y=ya?+A sing, dann ist 


es i! Ian P —(d°+9) sin?g+ (a4) c0s°9) 
ya? 


apa 
— f See [(b>+4)29-+(a? -b°)(y-+sinpcosg)]. 
la? ta vber2 
Nach A ist zu integrieren von A=—.b? bis zu A, das be- 


stimmt ist durch 
1 


SarrHn 
Es ist —e = yal +4 + yb?+R; 
di IR SINN, 
2ya® ti yb®+r2 089 
setzt man diese Werte ein, so folgt: 


I [2 b°) + 


COS Y 
2__h2\2 2 
ee ee (@®— 3) sin gcosg |- 


p; 


ER 


pi pr 
er, = Su dy- ei: A® en ae 
ga 
+09 (sing dg, 
0 
wo 9, bestimmt ist durch cos 9, =A ya?— b2. 
SAN rl 2 by Al 


1 ' dv»x 
Die Gesamtanziehung ist il !} EN) en 

= dualen, ee RR, 
a ee yataıyb? ti al +4) — (a?—b°) sin y] cosp = 


fl. IR sinp dA S 
2yart a ybeHAlyaa ta + b°+2) 


eh 2sin®y dA e" 
3 J2@FDB HF) (arr +yber2) 


pı 
"A sin? /cos?y eeelarenb2) A? 
1 en ein) Sr reruu kl dee 

0 


91 
nn b?) „sit sin? p 
ln cos?p = | 2A an 
0 


Date Aa 0 
ir JE a 


2 cost 


3 cos?p 


ee, Ne 


1. 2GB are 
Be ib Vale (1 — 2A? (a? —Dd3)). 
Daraus folgt \=2A). 


EA AUER 


Das gibt, da A die Anziehung eines Punktes der 
Begrenzung ist, den Satz: 

Die Gesamtanziehung des Körpers grösster 
Anziehung auf eine Ellipse ist ebensogross wie die 
Anziehung, die die doppelte Masse, nach einem be- 
liebigen ‘Gesetz ‘über die Begrenzung verleiise: 
die Ellipse ausübt. 

Die Anziehung WU hängt ausser von A noch von 
ya?— b?=e ab. Bestimmen wir also das Maximum maxi- 
morum, so ist e zu ermitteln aus 


ee FR SET N AL La. a 
de -. 2 A1—e?R? 4 Bene 
= A? e4 At 
——y1-eA? 
V oe Tai SIXH 
1 1—e? A? eA? 3er: = 
Tata Te N, 


0=1-—4e?A?-+4et At. 


ao —. 
EN 
Dazu gehört J 
S../s. Der -Kallfap as ur 


Die Zwischenfälle a, —=a,; au == ax bieten nichts neues. 
Wir behandeln gleich diesen Fall, wo das E„ zu einer Kugel 
K. wird, die nach dem Maclaurinschen Satze durch ihren 
Mittelpunkt ersetzt werden kann. Wir bekommen da direkt: 
Anziehung eines Punktes (x,...xn) der Begrenzung auf den 
Mittelpunkt O in Richtung der x„-Achse 


BE nr 


GR, BER 
——— (08 (r%) = = 1 — Konst. 
rı—1 ( n) In [2:3 — 2 = ale Ka 2 
wo C eine Konstante ist; 
X 1 2 2(n—1) 
2 — oder na cn —=X?+X°+...X%n? 


Dex. a. an 
Dasselbe Resultat gibt Einsetzen: 


n 
— Xn 


cl, 2 
—- (Al 2 RENT DE EI Mrs 
Konst. = x, "= x IK. +4) 3 X +%?+...%n2]2 


der Körper grösster Anziehung ist also ein „Rotations“körper 
um die x„-Achse. Ein beliebiger Meridianschnitt hat die 
Gleichung 


w|S 


2 2(n—1) 


By Xu con e,soder wenn“ man x —rCcosg, 
DE ralLasetzt or ci cH5.RL 


Man bestimme die grösste Breite dieser Kurve: 


A 2(n—1) en 
Aus yaxı ec a0, — X n folgt: 


ur n—1 
Bee Is ol x n. 


dx ee" 5 r —0(. Daraus findet man 


C RE! KEERR- 
— —, YJZC n- = ar 2 (n—1) 
en | 


N | 
mit wachsendem n rückt das Maximum der Breite immer 
näher an die y Achse. / 
Länge der Kurve y=0, x—c. Verhältnis von Länge 
und Breite 


er B., 
x:2y= pr 


für n—=oo wird das Verhältnis wie 1:2. Die Meridian- 
kurve wird ein Halbkreis. Der Krümmungsradius für den 


2 ERTL 


Nullpunkt ist für n>2 gleich ©, für den Punkt (x=c, y=0), 
n —1 
n 
Um Inhalt und Anziehung des Körpers zu bestimmen, 
führen wir im R„ Polarkoordinaten ein 


gleich ‚ nähert sich also immer mehr dem c. 


Xn =TC0OS 9, In 1 LSiN COS par 
%x=1sing, SINY...Sii nie COS mer 
%=1rT5MY, SiNYy... COS ala; X) —T Sin. Sr Sr 


dann erhält man 
7T 


a N EN, 
here AN COSn—ı p sin”? d 
Tour 2% 


0 
Str Riltsen)e 
m) 
Bei ungeradem n wird J eine algebraische Funktion von zr, 
bei geradem n aber transcendent. 
Gesamtanziehung auf O ist 
ER dv cosg, 


m-1 


da nur die x. Komponente wirksam ist, 


ray ae 
= em2e fl cosn—ı yp sin” dy. 
een 
= a \ 


Hier folgt also allgemein für n Dimensionen der vor- 
hin für die Ellipse besonders bewiesene Satz: 

Die Anziehung, die der Punkt O0 von dem 
Körper erfährt, ist ebensogross wie die Anziehung, 
die die im Gegenpol vereinigte n-fache Masse auf 
den Punkt ausüben würde; oder: 

Die Anziehung des Körpers auf O ist gleich der 
Anziehung, die die n-fache Masse, beliebig auf der 
Oberfläche verteilt, auf O0 ausüben würde. 


BET re 


Für n=3 ist dieser Satz von Playfair und Sella aus- 
gesprochen worden. — Auch rein analytische Behandlung 
bestätigt hier das Resultat. Der Natur der Aufgabe nach 
ist der Körper Rotationskörper. Anziehung einer Elementar- 
kugel K„--ı von der „Dicke“ dx, ist 


Alu), x. ode )) 
dU = n Q nu 
r Ben (&? + 093 


ag Aa ode, 
fi IF eö% 


URL 
erh se or do 
2 


0 
Jetzt soll Y ein Maximum werden, während J konstant 


bleibt; setzt man also 
[71 


u, tin te a; n—1 AR er 
Per (Xn + 0%) 2 _ er T (=) ; 


oF der. ey 
—- — ——[(-— )=0,d.h. — ea —(, 
90 aha en) dh X +0)? n—1 ° 
oder 
a a skonst. > 
et et 


das ist aber dasselbe Resultat wie oben. 


1) Vgl. Schoute II, S. 289. 


J. Teil, 
Körper grösster Anziehung auf zwei Ellipsoide 
von n Dimensionen. 


Kapitel I. Lösung für die Ebene. 
$ 8. Aufstellung der Gleichung. 


Problem: Gegeben eine 'homogene Masse der Grösse 
nach und zwei Ellipsen der Lage und Form nach. Welche 
Gestalt und Lage ist der Masse zu geben, damit sie auf 
beide Ellipsen in gegebenen Richtungen maximale Anziehung 
ausübt. 

Wir wählen die Verbindungsgerade der Ellipsenmittel- 
punkte zur X-Achse und die Mittelsenkrechte zur Y-Achse. 
Die grossen Achsen der Ellipsen mögen mit der X-Achse 
Winkel mit den Cosinus («a,, $,) und (@, ß) bilden; dann 
sind die Gleichungen der Ellipsen, wenn wir der Einfachheit 
halber, die Achsen gleich nehmen und mit m den Abstand 
des Ellipsenmittelpunkts vom Koordinatenanfang bezeichnen: 


Rem rel: ren a, ya RN 
> A b? = 


[x — m) + yß]° aR&®- m) +% ylan:i 
a? 20 Ds Br 
Sind die Achsen nicht gleich, so werden nur die Verhältnisse 
unsymmetrisch. Die Methode bleibt ganz dieselbe. Nach $ 4 
wirkt ein Punkt (X, Y,) auf eine Ellipse 
xX2 y2 
SCHERE 


Be. 


in Richtung 9, (d, d’,) [von der grossen Achse der Ellipse 
gerechnet] mit einer Anziehungskraft 


0, %, 2,9 +0, Yı Z2® 
wo oo 


0 — dA Br 
 J @+nV@+n + 
| 1 
va +2 (Ya +r +yb®+7) 
20 


a Se een ist. 
vb?-F2 (Ya ti + yb?+ 2) 
Setzen wir hier für X und Y die Werte aus den obigen 


Ellipsengleichungen ein, so erhalten wir als Anziehungs- 
komponente auf die Ellipse I in Richtung 9;: 


A, =" ((X tm)a,+yPß) udn Krlesan m) ex 


va? xh A, vb? +4, 
Br nlisin rnit . 
var + A, +Yb°+i, 
Die Anziehungskomponente desselben Punktes auf die 
Ellipse II in Richtung 9; (dy d,') ist: 


A, -1° EN N en 


va? +%, vb?+A, 
Tale .n.% . 
v@t%tyb?t2, 
Soll der Punkt ein Punkt der Begrenzung sein, so ist nach 


$1 die Summe beider Anziehungskomponenten konstant. 
Also ist die Gleichung der Begrenzung 


(1.) A, + A, =Konst.=A, 


wo sich die Konstante A bestimmt aus der gegebenen Masse 
und wo A, und A, bestimmt sind für jedes x, y als grösste 
Wurzeln der Gleichungen 


KR. en 
tm tyaR , -e+mAtra_, 
a4, b? +4, 


&<-m)&,+yß® , -R=-mM)Rtyal _ 
(I.) 2217, a a DL 2 zei 


8 9. Diskussion und Konstruktion der Kurve. 


Die Gleichung (I.) enthält die 12 Parameter 
C1 Pi» Qg, Pa, a, b, d,, d,, dg, by, m, A, 
von denen aber wegen 

tele? dr —+ 
und da wegen des Maclaurinschen Satzes a und b als ein 
Parameter betrachtet werden können, nur 7 Parameter unab- 
hängig sind. 

Nach der mechanischen Bedeutung der Gleichung 
endet die Kurve auf den Ellipsen, also bei A, =0, 4 —=0. 
Fasst man sie aber mathematisch auf, so können A, und A, 
bis — b? abnehmen. Eine mechanische Deutung erhält 
diese Fortsetzung, indem man die angezogenen Ellipsen 
durch die Fokallinien ersetzt. 

Für konstante Masse wird bei wachsendem m das A 
abnehmen. Wird die Masse grösser, so nimmt A ebenfalls 
ab. Aus dem Maclaurinschen Satze folgt wieder, dass jedes 
konfokale Ellipsenpaar den Körper grösster Anziehung so 
schneidet, dass das ausserhalb liegende Stück für diese 
Ellipsen wieder ein Körper grösster Anziehung in den ge- 
gebenen Richtungen ist. 

Führen wir in Bezug auf die Ellipsen die exzentrischen 
Anomalien ein, so ist 


X=ya?+4 cosy, Y=yb?+A sing, so wird 


il! cos (9, — 9}) IN cos (9, — 3) ; 
Yaatı,+yb+2" "ya tyBri 


FEnIER 


Also lautet die Gleichung der Begrenzung des Körpers 
grösster Anziehung 
cos (4, — 91) cos) 
YatatYVbrr Var tybata 

Für eine gegebene Ellipse lassen sich nun die Kurven 

cos (I, — 91) 
Ve+r,+yYb+An 
leicht geometrisch konstruieren.!) Man zeichne diese ganze 
Kurvenschar bei variablem A, und dasselbe für die andere 
Ellipse. Suchen wir jetzt die Schnittpunkte je zwei solcher 
Kurven der beiden Scharen, dass A, + A, = unserm ge- 
gebenen A ist, so haben wir damit die Punkte unserer 
Kurve. | 

Mit Hilfe dieser Konstruktion kann man dann auch 
sofort die Kurven bei variablem A angeben. Indessen müssen 
da für kleine A auch negative A, und A, gezeichnet werden. 

Aus dieser Konstruktion lassen sich Folgerungen für 
die Extremwerte von A ziehen. Ist die gegebene Masse 
klein, so zerfällt der Körper in zwei Teile, die den Ellipsen 
anliegen. Da nun die Ellipsen nicht in allen Richtungen 
gleich stark angezogen werden, so werden die beiden Teile 
ungleich sein. Lassen wir also A weiter wachsen (M ab- 
nehmen), so wird bei einem bestimmten A„, der eine Teil 
des Körpers in einen Punkt zusammengeschrumpft sein. Zu 
einem Punkte kann aber nach unserer Konstruktion der 
Kurventeil nur werden, wenn 


er cos (, wär 3) 
3 NEU g 


zu einem Punkte wird und das zugehörige 


4 78 


A—A cos (9a — 9) 
Ye2+%+Vbt% 
durch diesen Punkt geht. Nach Spijker ist der grösste Wert 


1) Vgl. Spijker, a. a. O., S. 75—76. 


OR EN 


für A,, für den die Kurve (1.) ein Punkt wird, 
ech 
ai: ar ae 


Die Koordinaten dieses Punktes sind 


22.) L=eh= ma TyP 
(3.) ee) 
y—ed AI X ern ed: 


Setzt man dies in A, ein, so ergibt sich für 


Am lalEAn Er 


va’+A, 
un BR 1 Kir. 
vb? vet +Y®+%' 
wo sich A, bestimmt als grösste Wurzel von 
E led, a, —2m) a, -+ ed, ß, ß]° as 
en a” 4, 
I (ed, a, — 2m) , Hed, Pı %]° 
b°+ 2, 


Analog wird der Ausdruck, wenn der Teil an der 
zweiten Ellipse zum Punkte. zusammenschrumpft. Man er- 
hält also nur reelle Kurven, wenn A kleiner bleibt als der 
grösste der ’ Werte. Au, Au...’ Für 0) =o6, d zu var 
Br= BIWILdIAL An 

Für das Maximum ist (l.) also ein Punkt, dagegen eine 
Kurve für Amax > A> An,, eine Kurve und ein Punkt für 
A= An, für A< A, zwei Kurvenzweige, die sich be- 
rühren bei A, dann bei gewissen Werten A’ und A” oben 
und unten eine Undulationstangente zulassen. Für A=0 
endlich verlaufen die Kurvenzweige ins Unendliche. 

Als „Fusspunkte* der Kurve bezeichne ich die End- 
punkte derselben auf den mit Masse belegten Fokallinien 
FE. under e 

Wird nach dem Körper grösster Anziehung gefragt, 
ohne die Richtungen 9, und 9, zu geben, so sind diese so 


Ei va 


zu bestimmen, dass die Gesamtanziehung ein Maximum 
wird. Dazu sind wieder 9, und 9, so zu bestimmen, dass die 
resultierende Gesamtanziehung in diese Richtungen fällt. 
Ein Element dx dy wirkt mit einer X Komponente 


Sb ARE 
vaa+r (Vai +yb?+2) 


Ir ANıSEE Kurz, y 
ED Om hal er GerT) a 


ol 0x dy 

vb?+? (Ya -+Vb?+7) 

auf die eine Ellipse. Die Richtung der Anziehung ist also 
Y 


x=tg9,=F, (9); ebenso tg9,=F, (9, 9). 


Das sind die Bestimmungsgleichungen für 9, und 9,. Theo- 
retisch ist also damit das Problem gelöst. Praktisch aus- 
führbar sind aber nur die Spezialfälle, wo man 9, und 9, 
sofort angeben kann. 


dA) 


$ 10. Eigentlicher Körper grösster Anziehung 
(I. Spezialfall). 


Als ersten solchen Fall betrachten wir den, wo die 
kleinen Achsen der Ellipsen in einer Geraden liegen. Man 
erkennt dann sofort, dass 3, = 270° und 9, = 90° zu nehmen 
sind. Dann wird sich nämlich aus Symmetrierücksichten 
die Masse symmetrisch zur X Achse, zur Anziehungsrichtung 
verteilen. Nach Spijker!) übt eine Ellipse in Richtung der 
kleinsten Achse die grösste Anziehung aus. Wenn also 
ausser der Masse nur die Mittelpunkte der Ellipsen fest ge- 
geben sind, so müssen, um die grösste Anziehung zu er- 
halten, die Ellipsen so gedreht werden, dass die kleinsten 
Achsen in einer Geraden liegen. Die Gleichung der Begren- 
zung ist dann 


1) Spijker, S. 83. 


ee 


x+tm KR, 
vb’+4, Ya+A, +yb?+A,) 
x m 
942, Yet +yb®+®) 
2 2 ae 2 2 
a ee 
b?’+4, a?-+4, b?+4, a? +), 
Man erkennt sofort, dass die Kurve symmetrisch zu beiden 
Achsen verläuft. 


Die Schnälpunkle mit der x-Achse bestimmen sich mittels 
z=—m+yb?+2, x=m—yb?+A,, 
2m=yb®+A,+Yb®+r 
1 
Vetrnr/Brn 
Le Re —öA; 
em DFA)+ye+em—yBrR) 


hieraus bestimmen sich A, und A,. Da aber A nicht kleiner 
als O0, oder bei mathematischer Behandlung nicht kleiner 


als — b? werden kann, so bekommt man als Extrem- 
werte für A 
1 1 
A = a Fa a Ban Pe en er ge) für A —( 
ab. mh Am An bee ir 
Anz H + (für , = — D?). 


e 2m+ye+4m? 
Diese Schnittpunkte mit der x-Achse sind aber nur reell, 
wenn A zwischen A„ und einem A* liegt, das sich gleich 
bestimmen wird. 
Die Schnittpunkte mit der y-Achse: 
Setzt man x=(, so ist 


Ne 2m 


Verrat tV®H+r) 


ER. ER 
Diese Gleichung liefert ein ser dazu gehört 


ee EL yvarıt, 


dieser Ausdruck ist reell nur für 1, > m?— b?. Die Kurve 
geht durch den Nullpunkt, wenn I, = m? — b? ist, also, dies 


eingesetzt, wenn 

m + ye?-+ m? 
Ist A>A*, dann wird y imaginär, aber x ist reell; ist 
A<{A*, so wird y reell, x imaginär. 


Fusspunkte der Kurve 4, = —b?, x=— m. Aus 
1227, .64 
=. vl 2 


vbE+r, Ya+r,+vVb’+R%) 
bestimmt sich A, —=|1,; dann haben die Fusspunkte die 
Koordinaten: 


A, ne 4 m? 


Bet 


4m? 


x=—m; ytyal, VEELIE 
Die beiden Fusspunkte können nur zusammenfallen für 
y=0, ,=4m?—b? Das gibt 
FuR 2m 
ee ame 
d. h. die Fusspunkte sind immer reell. Da ymit I, wächst, 
werden bei einem gewissen Werte 
a 2m 4 m? 
vH Var+r + 64%) torte, 
die Fusspunkte in die Brennpunkte fallen. Wird A noch 


kleiner, dann ist 
TFA b? 1: h, 


zu nehmen, denn jetzt gibt 


5 


u OR 


2m 


a en 


also y=ya?tı, ae SR 
ist reell, die Kurven schneiden die Gerade x=— m, 


x-+ m geht von negativen Werten zu 0. Die Fusspunkte 
nähern sich wieder, bis sie für A=0 nach 


ein ?>4m?—b?, 


x Im, a ernyı- Bu 
kommen, wo 1, Wurzel der Gleichung 


a4 4 m? 
ae le rn TTV) 


N - 
oder 4m? + 2141 gm2\ a ist. 
yb? 4 
Um die Gestalt der Kurve weiter zu untersuchen, 
bestimme man 


GIER 1 ie 
ax | Vera 
| N | 
v®+r,Ya+%,+vyb?+2) 
&+m)? & — m)? 
va yb?+tR) vaa+A, V(b?+R) 
x ma). y - Keule, y i 
ar, (er) 
yx-+m) y&—m) 


MERENRUCHEN: He var + A) Vor) 
(en. 


Man sieht, die Kurven schneiden die Achsen immer 
senkrecht. Für die Fusspunkte ist 


LEWIROE 


| (2 m)? 
et LE 


dx Am? 


ten 


1 
en) 


y RENTEN 
EA klar AU EEE 


| s 5 ; 
1 I = at 
e (b’-A,) en, 
für y=e wird indessen der Ausdruck unbestimmt; die 
Zeichnung ergibt jedoch sofort Sn or mist 


Doppeltangente für A’. 


Im 0 Punkt bestimmt sich en 1. 


Auch die analytische Behandlung gibt dieselbe Gleich-. 
ung. Die Anziehung eines Elementes dx dy ist 
del — (a 
v®+Al@+,+YVb+4) 


ae 


vb?+4, Verne) I 


m 
Be 4m 
"Der Inhalt ist = jay 1x= [3 dx; setzen wir 


EP x+tm Fr 
Elke (V2+A,+yb®+4) 


m une en \dy — uy 
vb®+r,(Y@2+%,+yYb®+7,) 


ROT 


so ist, wenn VW ein Maximum, J konstant bleiben soll: 
5 [lar)=0: ag! 42 
ey dx\öy) 'yB®+A(Ya@a+A+yb?+A,) 
Be ee EIER 
vb?’+% (Var, +yb?+4,) 
Soll ausserdem ‚auch m variieren, so ist die Bestimmungs- 
gleichung von m für absolutes Maximum: 


— 1 kon 


—m 
Fa=+m+F@=—m)+ [3m dx=0 


Dadurch bestimmt sich also auch m und, wo in be- 
sondern Fällen diese Gleichung explizit bestimmt und der 
Ausdruck für X ermittelt werden kann, lässt sich dann leicht 
auch der letzte Parameter e so bestimmen, dass X ein 
Maximum wird; das ist dann wieder das Maximum maxi- 
morum. 


$ 11.. I. Spezialtall. 


Die Anziehungsrichtungen 9, und 9, sind ebenfalls 
leicht anzugeben, wenn die Ellipsen so liegen, dass ihre 
grossen Achsen sich in einer Geraden befinden. Wegen der 
Symmetrie fällt hier wieder Richtung der Gesamtanziehung 
und maximale Anziehungsrichtung zusammen, wenn wir die 
letztere in Richtung der grossen Achsen wählen. 


+, =0, 3,2180) len VE 
une Se 
veat+ılVa+l,+ybtA) 
ar N 
v?+%,Wa®+%+vVb?+4) 
ea Te in. 2 >, 
aA, b>+ı, "© a? +4, b+r, 
Die Kurve liegt ebenfalls symmetrisch zu beiden 
Achsen. 


EURER N 2 


Schnittpunkte mit der x-Achse: 
1 


= —— + 
va®+A,-+yb?+4, 
Bu LEE a 
m—yata)+y@m—yartı)—e: 
Aus dieser Gleichung bestimmen sich zwei Werte A,; dann ist 


s=—m+tyatı x=—mtyartL. 
l, und I, sind aber nur reell, solange A zwischen den Grenzen 
Am und A* liegt, deren Werte sich gleich bestimmen. Nach 
der allgemeinen Formel ist 


A Ar Null: 
e (2m—e)+y4m?—4me 
Das A* bestimmt sich aus der Berechnung der Schnittpunkte 
mit der y Achse: 


2m 
ar (Va@atı+yb+r) 
gibt eine Wurzel A=|,. Dann ist 
ey. ET 


das ist reell nur, wenn 1 > m? — a? Für , = m?— a? geht 
die Kurve durch den Nullpunkt. Das zugehörige A ist 


RR 
m+ ym?— e 
Fusspunkte der Kurve: Die Gleichung 
Eee 2 
e Vet, tot, 


bestimmt A,—=1,. Daraus fllgt x=m—ya?+l,. Die 
beiden Fusspunkte vom vorigen $ sind hier in einen zu- 
sammengefallen. Für A=A„ fallen die Fusspunkte an 
jeder Fakallinie in die zunächst gelegenen Brennpunkte. 


Für A=0 it x=m— ya? -+1, wol, Wurzel der Gleichung 


EL 


a2 ums V 3° + l; ENG Ze oe 

e Var tYbrn 

oder ,=4m?—b?, x=m—y4m?-+ e?ist. Dieser Punkt 

ist dann der Scheitel der hyperbelähnlichen Figur, dessen 

Punkte auf beide Ellipsen in Richtung der x Achse keine 
Anziehung ausüben. 

Zur näheren Bestimmung der Gestalt der Kurve be- 


rechne man | 
1 


= =[ ? N 
dx vatrı(Yya+tı,+yb?+4) 
(x + m)? 
| 1 x 
N EN Na A 
ad IA, bez | 
(x — m)? 


a + A) betA)s 
x—m\ y a 
arte) 
ET x+m Bach xm 
[b?-+A,) (aa +r)® — - yo?+R) @ +4) 
x+m\? y 2 ee y 25h: 
le re 
Die Kurve schneidet die Achsen wieder senkrecht. Für den 


Fusspunkt ist 
_— | 
RS ELNDIN En. 


(© mb 


Dieser Ausdruck ist im allgemeinen endlich. Aus den beiden 
Werten + und — folgt, dass die Kurve hier am Ende 


dr, 
ax TH 


Spitzen bildet. Nur für x=— m wird Sr — 09,.d, h.die 


Ra 


Gerade x—= — m ist hier Undulationstangente, die Spitze 
ist verschwunden. Im Grenzfall A=0 ist der Winkel o, 
den die Tangente im Endpunkt mit der Achse bildet, be- 
stimmt durch 


em te)eyı (2m — y4m?-+ e)’ 


e? 


TEN ge ns BE 7 u sta 1a, DEN UT ETRERNEE 
my4m?+e? 2m— y4m?-+e?) 


RO 
Im Nullpunkt ist Eee r 


Sulaesnezialtallear.n. 


Für a=b werden die Ellipsen zu Kreisen, die wir 
durch ihre Mittelpunkte ersetzen können. Der Körper grösster 
Anziehung auf zwei Punkte in der Ebene ist also begrenzt 
durch die Kurve 


xtm x m 


Rein analytisch erhält man dies Resultat so: Die Anziehung 
eines Flächenelementes auf den einen Punkt M, ist 


(x+m) dxdy 
Hm? +y 
also die eines Streifens senkrecht zur x-Achse 
ey 
(x+m) dxdy. 


= 


uN; 


ebenso ist die Anziehung dieses Streifens auf M;: 


(KISS HURRRR U 
er “m? +y? 


Die Anziehung des Streifens auf beide Punkte ist also: 


+y 


x—tm f Kırmitll Ri 
leeres. - 


Ze 


2 dx(arotg 2 arte ng 


Die Anziehung des ganzen Körpers ist 
m 
en EI ER 2 
u= [2(areie,.T, anctg 


Diese soll ein Maximum sein, während ‚= [?y dx kon- 


stant bleiben soll. Bedingung dafür ist, wenn man 


Rezancıe nr äreiie a u.y setzt, 
OF def 
a. 

xtm x—- m 


x tm typ Rome ty DT RORa 


Soll ausserdem m variabel gedacht werden, so ist weiter die 
Bedingung zu erfüllen: 


BR-m4+re=—m4 [smax=0 


Die Ausführung ergibt: 
m 


2 Y 
(wu me: En ae 0 


Formen wir diese Bedingung um: 
m —m 


Re Y A 
ma —a | yax_ am 


—m —-m 


ae 4), 


a m+ 2 
" NEL ae “ 


| ax-alx SY dx 


a ERSTE dx 
4m u +m 
=2A [yaxt Ialarete o aleie 2] 
= en 
late raten —Akyl 
3 2AJE=IL 


Wenn also m die Bedingung (1) erfüllt, dann haben wir 
wieder den Satz: 

Die Gesamtanziehung, die eine Masse auf zwei 
Punkte ausübt, ist beim Körper grösster Anziehung 
in der Ebene ebensogross, wie die der zweifachen, 
irgendwie auf der Begrenzung verteilten Masse. 

Behandeln wir zunächst jedoch unsere Gleichung ohne 
die Bedingung (1). Die Gleichung der Begrenzung war: 

m-+xX m —X 

(mM X)" y2 m eV ro 

die sich umformen lässt in: 
1 2 
+ em) m) 

Das ist aber die Gleichung‘ der Kassinischen Kurven.!) Wir 
haben damit eine neue schöne Eigenschaft der schon öfter 
untersuchten Kurven. 

Wir untersuchen das Verhalten dieser Kurven 
für verschiedene A. 


Ist zunächst A gross, dann zerfällt die Kurve in zwei 
diesmal symmetrisch gleiche Teile. Für y=0 ist 


/ 2 
Ta ii ee V m(m—-.)- 
l) Fe Loria: Spezielle Kurven, S. 194. 


RR.Y. NR 


Zunächst gehen also alle Begrenzungskurven immer durch 
die Punkte x=-+m, y=0. In zwei Teile zerfällt die Kurve, 


2 2: he BR: 
solange m>y oder A is, Für An wird die 
Kurve die gewöhnliche Lemniskate. Wird die Masse grösser, 
A also kleiner, so erhalten wir eine Kurve, die für 


a UNS 6 V 27: 
aper die Geraden y 4° m(% DE zu 


Undulationstangenten hat. Weiter für A degeneriert die 
Kurve zu einem Kreis. Wächst die Masse weiter, so werden 
bei Am= 5 die Geraden x—=-+ m Undulationstangenten, 


die bei noch grösserer Masse die Kurven schneiden in Punkten 
mit den Koordinaten 


Kat alın y-+y2m(l--2m): 


Für unendlich grosse Masse, also für A=0 erhalten wir 
die gleichseitige Hyperbel 
x? — yP?—m?. 

Analog dem $ 10 lassen sich unsere Kurven auch 
konstruieren. Man erhält so auch eine elegante Konstruktion 
der Kassinischen Kurven: 

Man setze 

Re "! mg 
mr Fyp Ir Ron ep in 


j 1 
a 1 


Man beschreibe mit beliebigem Radius r, einen Kreis, der 
durch M, geht und dessen Zentrum auf der Geraden M, M, 
liegt, bestimme den zugehörigen Radius r, so, dass 2A= 
Sit ist, und beschreibe mit r, analog einen Kreis, der 

1 2 
durch M, geht. Die Schnittpunkte beider Kreise bilden 
zwei Punkte der Kassinischen Kurve. 


,‚ so ist 


KR DUERR 


Welche Kurve entspricht nun der Bedingung (1)? Der 
Kreis! Denn berechnen wir für den Kreis: 


m 
ee ZN aD 
2 [ (are „I, taretg n —,)4x 
Wir setzen —I _ —tgu dann wird, da x? + y?—= m? ist: 
m-+x | 


—m Er 


2 
fareiz wm dusin2u= 


0 
zı 


2 2 m st 
— [m u cos 2u] + [mecos Zudu= 7; ebensoerhältman 


°|3 


N) 


=Im 


f: rctg —— ug Du also schliesslich 


U—=2mz, nun ist J=m?n, und für den Kreis A . 


m?rı 


also wird U=2AJ übergeben in: 2mr —=2 


Der eigentliche Körper grösster Anziehung auf 
zwei Punkte in der Ebene ist der Kreis. 


Kapitel II. Lösung für den Raum R.. 
$ 13. Aufstellung der Gleichung. 


Problem: Gegeben eine homogene Masse der Grösse 
nach, und zwei Ellipsoide der Grösse’ und Lage nach. 
Welche Form und Lage ist der Masse zu geben, damit sie 
auf die Ellipsoide in gegebenen Richtungen maximale An- 
ziehung ausübt ? 

Als x,-Achse nehmen wir wieder (die Verbindung der 
Mitten der Ellipsoide. Dann lauten die Gleichungen der 
Ellipsoide I bezw. II; 


ra 


[&ı + m), +x% A +%3 Yı]? , [a & tm) + RB Retrı Ro)” 
n; ya Bern Ta En BT 


ee" tm) + A" %+r x]? et 
c? 


[X <m) Ze Pa +%3 73]? u [ &—m)+ 2 %+Y9' X3]” Er 


a" — m) +” X + Ya Beil: 


c? 
Ein Fe. Punkt se X, je IR auf das Ellipsoid 


ne 


in Richtung 9, (2, 2,9%, ) die FRE: ... 
= ZUR + ZUR +9 Zr X, 

aus. Das ist auch die Anziehung auf das Ellipsoid I, wo 
zur Abkürzung 
DD =& +m)a, +%,ß, 4X Yı; Xa...; X... gesetzt sei; 
analog sei 
(2) LK = My tft X 15 Ky...; Kr... 
gesetzt. Dann übt derselbe Punkt (x, %, X,), wenn wir 
die Abkürzungen (2) einführen, auf das Ellipsoid I in 
Richtung 9, (9, 29° 9,”) die Anziehung: 

AR)=% ZU X +9 Xy Zur) +9,” Xy Zz@) aus. 

Soll der Punkt (x,%,X;) ein Punkt der Begrenzung 
sein, so ist nach $1: 


(DA, +A,=A die Gleichung der Begrenns 
des Rome grösster Anziehung. Die in A, und A, ent- 
haltenen Parameter A, und A, sind für jeden Punkt definiert 
als grösste Wurzeln der Gleichungen 


x? 
ZT + ar —Lunl 
Re X? X, ? ' 


BL ea. rar ee 


u OR 


$ 14. Diskussion der Gleichung. 


Analog dem $ 10 reduzieren sich die 17 Parameter auf 
12 von einander unabhängige. 


Nach der mechanischen Bedeutung hört die Begrenzungs- 
fläche auf den Ellipsoiden auf. Wir ersetzen aber die an- 
gezogenen Ellipsoide durch die unendlich dünnen Fokal- 
ellipsen A=—.c?, sodass wir unsere Begrenzungsflächen 
bis zu diesen Fokalellipsen fortsetzen können. 


Aus dem Maclaurinschen Satze folgt, dass wieder kon- 
fokale Ellipsoide der Körper so schneiden, dass das ausser- 
halb liegende Stück für diese Ellipsoide in den Richtungen 
3, und 9, ein Körper grösster Anziehung ist. 

Auch hier wächst A, wenn die Masse M abnimmt. 
Für M=0 ist A ein Maximum. Für M=o ist A—0. 

Unsere Begrenzungsfläche nimmt im allgemeinsten Fall 
bei variablem A nacheinander folgende Gestalten an: Sie 
ist für A= A„, ein Punkt, dann eine Fläche an einem 
Ellipsoid (An, > A > A„,), dann eine Fläche an dem einen, 
ein Punkt an dem andern Ellipsoid (A= A„,), dann zwei 
Flächen An, >A>A*; beide berühren sich bei A = A*, 
bilden für A>A>>A eine Sattelfläche;, bei A=A} lässt 
sich an einen Punkt der Kehlkurve eine Undulations- 
tangentialebene legen, für A’>A>>A” verschwindet der 
Sattel weiter, bis für A=A” sich an den letzten Punkt der 
Kehlkurve eine Undulationstangentialebene legen lässt. Nimmt 
A weiter ab, so wird für A=A’ bis A=A” die eine Fokal- 
ellipse Undulationstangentialebene, für A=A"” bis A=A'Y 
wird ebenso die andere Fokalellipse Undulationsebene. 
Endlich für A=0 wird die bisher geschlossene Fläche, 
(wenn die Fokalellipsen mit zur Begrenzung gerechnet werden), 
zu einer offenen, die sich erst im Unendlichen schliesst. — 
Natürlich können in bestimmten Fällen mehrere solche 
Grenzfälle zusammenfallen, sodass weniger Formen heraus- 
kommen. 


RN 


Diese bestimmten Werte für A allgemein zu be- 
rechnen, ist nicht möglich. Wir wenden uns deshalb gleich 
zu Spezialfällen. 


$ 15. Eigentlicher Körper grösster Anziehung 
(I. Spezialfall). 


Sind von den Ellipsoiden blos die Mittelpunkte fest, 
so sind sie, um bei sonst variabler Lage das Maximum der 
Anziehung zu erfahren, nach $ 4 wieder so zu drehen, dass 
ihre kleinsten Achsen in einer Geraden liegen und die An- 
ziehungsrichtung ist längs der kleinsten Achsen zu nehmen. 
Die Gleichung der Begrenzung des Körpers grösster An- 
ziehung für SE Lage der beiden Ellipsoide ist: 


A—(i Hm) Zu — (m) Zu 


& + m)? | 
erı Haaren a 
(X, Der m)? xg” a 


teten 
Der Körper liegt symmetrisch zu allen drei Achsen. 
Zur näheren Untersuchung der Gestalt betrachten wir 
die Schnittkurven mit den Achsenebenen. 
x=0. A=2mZ,%, daraus bestimmt=sichzeinse 
dann ist: 
ar V 2 Wa. ME [ DIRr 
a? +4 b?’+4 ee 
die Gleichung der Schnittkurve, also eine Ellipse; diese ist 
aber nur reell' für A > m? ce? It A = mar 


Ara Ze re 
dann. wird die Ellipse zum Punkt x, —=x, = 0, DierBläche 
hat für A* eine Doppelspitze im Nullpunkt. 
Schnitt mit der x,-Achse: Da ist ,—=x3 —=0 zu setzen. 
A=VOFA Zn + (m — ya A) Z,%= an armen, 
Diese Gleichung liefert ein A; dann ist 


8 —=— mtye+i; 


BR. 


Da aber A nie kleiner als — c? werden kann; erhalten wir 
als Maximalwert für A 


Am, mu ER IN -H 2m VER ae Aus. 


var e)(haz.ch 
Die Maximalwerte sind gleich; bei unendlich kleiner Masse 
erhalten wir zwei Punkte, je einen an jedem Ellipsoid. 


Dass die Schnittkurven die Achsen senkrecht schneiden, 
erkennt man sofort aus dem Bau der Gleichungen. Für die 
Winkel der Tangenten an den Fusspunkten mit der x,-Achse 
in der x, %,-Ebene ergibt die Rechnung 


IP — : - =|— (Z,%® + Z,@) — Z,@ — 


4m? 1 


v(a? + %,) (b?+2,) (+ 1235 a) + Fr) | | 
2 


re a gt 
(a? — c?) \@-9W-oyı Zu mar 


c? 
2 Xo+4 m? 


EEE Werl) |(4 DEE | 
v(a® + 4,) (D° + A,) (c® + 5) a1, as 
Dieser Ausdruck ist im allgemeinen endlich. Nur für 
%-—a?— c? wird er unbestimmt. Die Konstruktion lässt 
Aber sofort erkennen, dass hier tg = oo wird. Dazu ge- 
hört ein 

Asse 2m Zu), 
wo 4, bestimmt ist durch die Gleichung 


4 m? a? — c? 
+ ah 
Analog findet man, dass auch für die Schnittkurven der 
X X,-Ebene tg Y im allgemeinen endlich ist, nur für 
x, —b?— ce? wird tgy= mo. Dazu gehört 
A”=2mZ,%), 


zu 


wo As jetzt durch die Gleichung 
| 4 m? b?’— c? 
KRISE ar BESTEN 
bestimmt wird. Für die Fläche selbst erkennt man hieraus, 
dass, da A” >A” ist, für A=A” x, =-+ m. Undulations- 
tangentialebenen werden; für A=A” sindx, =-+ m immer 
noch Undulatiostangentialebenen, schneiden aber zugleich die 
Fläche noch einmal in den Ellipsen mit den Gleichungen: 

4 m? 


BE Venerhe ke ae. - 
2», ee na 


u 


Bilden wir endlich die Gleichung der Fusspunktskurve: 
(a? — c?) (b? — eye 
2 
X 2 
ee. _ 


un @ b? — c2 

wo A, bestimmt ist als grösste Wurzel der Gleichung: 
Am? x,2 x3? 

ca +4, zu a? +4, a ER 

Berechnet man die Kurve, so erkennt man, dass }, 

sich sehr wenig ändert, die Kurve nahe eine Ellipse wird. 
Für AA” liegt diese ganz innerhalb der Fokalellipse (Fig. D; 
für A==A’”” berührt sie diese in den Endpunkten der kleinen 
Achse der Fokalellipse (Fig. II). Für A” >A>>A” berührt sie 
die Fokalellipse in 4 Punkten, ausserdem setzt sich von 
diesen Punkten für A, =F— c? die andere Schnittellipse mit 
der Ebene x= — m an (Fig. II). Weiter ist für den -—--- 
gezeichneten Teil die Wurzel negativ zu nehmen, da hier 
x, + m von negativen Werten zu O übergeht. Für A=A" 
berührt die Randkurve die Fokalellipse in den Endpunkten 
der grossen Achse (Fig. IV), jetzt gilt immer das — Zeichen. 


It A<A”, so trifft die Randkurve die Fokalellipse gar 
nicht mehr (Fig. V). 
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$ 16... 11>Spezialiall. 


Auch wenn die grössten, oder sonst zwei Achsen der 
Ellipsoide in einer Geraden liegen, ist die günstigste An- 
ziehungsrichtung bekannt, es ist nämlich die Richtung dieser 
Geraden. Behandeln wir den zuerst genannten Fall, so ist 
die Gleichung der Begrenzung: 


A\=(&, m) 2 & nz 


(X, + m)’ X,“  . 
aaa, a el 
Rn 3” 


ann, SCHE TE Dan ns Es Ba 
Die Diskussion ist analog der des vorigen Paragraphen. 

Neues bietet nur das Verhalten. der Fläche für A= — c?. 
Die Fusspunktskurve hat die Gleichungen: 

A—=(&,+m) 2,79 — (&,- m) Z,@); an + 
Die Konstruktion ergibt nun, dass man A, als nahe kon- 
stant ansehen kann. Die Fusspunktskurve ist danı nahezu 
eine Parallele zur x,-Achse. Unsere Fläche endigt auf den 
Fokalellipsen mit je einer Kante. Die beiden Schnittpunkte 
einer Kante mit der Fokalellipse bestimmen sich aus den 
Gleichungen: 


ik 


Ko &— m)? er 
2° 41, 1 De 
A=& +m)ZzC9+m— x) ZW. 
Dass es wirklich eine Kante ist, ersieht man aus dem 
Verhalten des Schnittes mit der x, %,-Ebene. Die Richtung 
der Tangente in den Fusspunkten ist da nämlich: 


2 
N DENT BE _ _ 
FE + (2 Me + WIDE HmeHrm); 
x tm RR 
(a? — 2)? (b?— c2)$ Yı_& en) 2 , Im)? 


Frey, 


u A 


Dieser Ausdruck ist im allgemeinen endlich. Wegen des 
doppelten Vorzeichens hat die Kurve hier eine Spitze, die 
Fläche also eine Kante. Nur für x, =— m wird tgy = ©; 
hier verschwindet die Kante, die Ebene x, = — m ist Un- 
dulationstangentialebene. Hierzu gehört ein 

Aezadım ZH: 

Bei der Behandlung der übrigen Spezialfälle bleibt die 
Methode immer dieselbe. Auch die Form der Fläche bringt 
nichts neues. Auf den Fall a=b=c gehe ich nur soweit 
ein, um nachzutragen, was von Sella, der dieses Problem 
ausführlich behandelt hat, anscheinend übersehen ist. 

Sella!) findet als Gleichung der Begrenzung des 
Körpers grösster Anziehung auf die Punkte (— 1,0) und 
(+10), 

x-+1 1—x 

NETTER ERTL TIEREN TI 

Ey al x). 7 y7]2 
Für variable » zeichnet er dann die entstehenden Kurven. 
Dabei scheint er übersehen zu haben, dass für gewisse 
Werte » die Kurven die Geraden x—=-+ 1 schneiden, während 
es nach seiner Figur den Anschein hat, als ob sie sich nur 
immer enger und enger diesen Geraden anschmiegten. Als 
Schnittpunkt mit x—= + 1 erhält man nämlich 


yy Van 


BER 
Das kann also reell sein, nämlich wenn ee ist Da 


v bis O0 abnimmt, wird dieser Wert sicher erreicht. 


En akonst 


$ 17. Anfertigung von Zeichnungen für 
$ 16 und $ 17. 


Um die Zeichnungen herzustellen, ist es wieder am 
besten, die Kurvenscharen 


1) Rendiconti, 5, III. 94. Rom. 


er Au 


2 
ie X, RO 7 er Dre 1 oder 
ROH x ı_ Rs? X3? 
| Prag} ad 


rechnerisch zu bestimmen und unsere Kurven punktweise 
durch die Schnitte der Kurvenscharen zu bestimmen. Zur 
Anfertigung von Zeichnungen gilt es für einen bestimmten 
Fall möglichst viel Werte Z für verschiedene A zu berechnen. 


Zur numerischen Ausführung sind die elliptischen 
. Integrale 
c di 
) (aÜ+A) v@? +) (b? +) (+) 
Zu Senn 
J (+ va + A) (+) +) 
durch elliptische Funktionen, durch Reihen auszudrücken. 


Man setze 
Ei a2 En b? + c? 
1 (pu = 37 
konstanter Faktor ist; dann wird 
a?-+1— 1? (pu—e,); b? +/i= 2 (pu Br 8); 3 a i—P? (pu u 83), 


-) wo fein noch zu bestimmender 


22? -+-b?+c? 2a? —2p?+c 
MORE RyE ee 
2 2 _902 
ge: . = ist. 


Damit folgt: 


„_ [ 24 Pluto)—e, | 
aa a er Ale 


2 -sUute)+t3ß@)— eu Pr 21 
FT re) ce) Tr 
—:(u+@,) + (0) — €, u]; 
analog 
f 


La a Il C(u+ 03) +L (wg) — eu]. 


BE TR 


Wir wählen jetzt f=a und c=o, betrachten also. 
die Fokalellipse als gegebenes Ellipsoid. Dann wird: 

aa bar rar 2b2r ai D2 
ar, erBar.e. Sahı! 


—b? a be Sn —b2_ 
—, gg — = a2 eizen wir 2 2? f 


Se 


nei gr ger 9 =? 
oa =iK. , —=—K-—iK. 
Bekanntlich ist nun: 


_H’w-+iK) „9 im 
Hu mer oc) var 


u a (u+iK‘), also 


De 2 © (u) N iK—i7 Sat DR 
re wmloocr ke x eu |- 
2 n ; Y(Ww)TI_ 
a (a?—D?) - (nre)u EHEN 2A ie 
2 0" (0) N © (u) 
a(a?— b)1 (0) (uf 
Ferner ist 
H, (u) 
= nern, Fu — Boy“ +K)+n—e, u 
ei H, (0) oı (u) 
H, (0) Du) 
Also 
7,» — —- "H” (0) a (u) 
2 Bi H, (0) H, (u) 
Für A ergibt sich: 
EN A De d N  ad-+b? 
un nem K®) a 


ale A U 2 SR 
SEINE 3 "du H (u) 


ER 1: JRR 


Zur numerischen Berechnung wählen wir a?— 4; 


1 1 Mi 
b®—2. Dan st, = — 8, =0, 8, =; Wen; 


I A 


=; K=K=o,;q=e-” — 0,043214; q’= 0,001867; 


P,4 


q? = 0,000081 ; q* = 0,000003.. = — x. Dann ist ange- 
nähert: 
BR ee sin 4x] 
Hu) 2K 
Hieta)) 2,72 ® 
a) HR el ur a5 + 0,014968 cos 2 x 
+ 0,000056 cos 4 x | 

Ho) a ee a1. 

NR. 0% 3 f 

on A s(q+2q +Sq +ig). 

H,” (0) er u a ERERSeR 4 

"1 (Or 1+8gq 8.q‘) 
z Ey, & [((g+q?) sin2x+q?’sin4x+q’sin6x + q#sin8x]. 
9 (u) 2K 
Biotule | 

a (a? 4 Be 
Fir en U igx+ig2 +99 sin2x q*’sin4x 
Schliesslich wird: 
4 = — 0,0428 + 2,8715 ctg? x — 0,04297 cos2 x 
— 0,00016 cos 4 x. 


Hieraus interpoliertt man am besten für die einzelnen’ A die 


Werte der Grössen x. Mit Benutzung der gefundenen 
Ausdrücke erhält man: 


Z,® = 0,16065 x — 0,07354 sin 2 x — 0,00323 sin 4 x, 
Z,® = 0,4234 tg x + 0,00317 sin 2x — 0,4293 x. 


Kapitel III. Lösung für den R.. 
$ 18. Eigentlicher Körper grösster Anziehung. 


Durch einfache Erweiterung der Methode liesse sich für 
den R„ dasselbe wie im vorigen Kapitel für den R, ableiten. 
Die Behandlung bietet nichts Neues. Als eigentlichen 
Körper grösster Anziehung zweier E„ findet man eine Masse, 
begrenzt durch einen R„_ı mit den Gleichungen: 


A= Er (Xn + m) — (xn — m) Zu®, 


3 KR &n+m)? 
RR eng Be alıı + A, ATI TFe 
34 E FERLT (&n 6% m)“ ker 1 
Ay + Ag . Be + Aa a + 42 and 


indem wieder nach $ 4 die Ellipsoide E,„ bei festen Mittel- 
punkten so zu drehen sind, wie obige Gleichungen es an- 
geben, dass also die kleinsten Achsen in einer Geraden 
liegen. 


$ 19. Körper grösster Anziehung auf zwei K.. 


Besonderes Interesse bietet der Spezialfall a, = a = 
Aalen werden zue»Kugeln“.K,. 
Die Gleichung der Begrenzung wird: 


“tm 
Re were X, m) 

X. —m 
| Ba X na (Xoz m)] 
Man sieht, der Körper ist ein „Rotationskörper* um die 
xn-Achse, der auch zu dieser Achse symmetrisch liegt. Wir 
brauchen deshalb nur einen beliebigen Meridianschnitt mit 


der Gleichung: 
Xn + m a 2. Veran m ne 


RH+& tm]? et: 
näher zu diskutieren. 


eg Las 
2 


N 


a 


Schnittpunkte mit derx„-Achse. x=0. 8 =+m 
oder (1) (x. — m)?! — (x + m)! — A (x, — m?) 1, 
Schnittpunkte mit der xx-Achse. =. 


“ /4 m? 7 
er aaa ae 


das ist reell nur für N, Ist a so liefert 


(1) noch eine reelle Wurzel x„; dann zerfällt also die Kurve 


in zwei Stücke Für a 


— erhalten wir eine lemnis- 


katenähnliche Figur mit dem Knotenpunkt im Koordinaten- 
anfang. 
Schniltmitsae > a 


" /4 m? ug 
Kıe= y‘ A? —4m3; 


das ist reell erst, wenn die Masse so gross wird, dass 


1 N 1 
or 1st. Für, A== O my 
%" = m Undulationstangenten. Im Grenzfall A=0, also 
die Masse M=x, lautet die Gleichung: 


(X + m)? [x — m)? + x]? = (&. — me | + mj® + xu2]. 


Das sind hyperbelähnliche Figuren, deren Asymptoten die 
Gleichungen : 


sind die Geraden 


y= se Yn —1+X 

haben. Diese Geraden sind zugleich auch die Tangenten im 
Nullpunkt an die lemniskatenähnliche Figur mit dem Parameter 
Ar ei ‚ denn die Rechnung ergibt auch Y—+Hynzi 

Für n=oo erkennt man, dass der Körper dann be- 
grenzt wird von den Geraden = + m. 

Analytisch ist die Ableitung des Resultats die folgende: 
Der Körper ist Rotationskörper um die x„-Achse. Eine 


x EN 


Elementarkugel K,_, (Radius eg, = yx,?-+...x%_,) von der 
„Dicke“ dx, übt auf die beiden K„ die Anziehung aus: 


ro, “+me- 
ER ; ———, 
Ben Ge: m)? + e?) 


le RER 
(Van — m)? + 3) j 


--m 
Er a “tm Re NE 
1 fan fen + er 
ur le Ole 
T (= NN 3, 


Der Inhalt des Körpers ist 


m 
TR a mer or las 
Zr dx u, 
Setzen wir = 


sell f X + Mm ) 
re) mer Knie Fe: 
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so ist die Bedingung, dass V\ ein Maximum, J konstant 
bleiben soll: 


oF 1 Bo, 
PT Er 0, dies gibt: 
“tm n—m 
a —_ 2 002 — go konst; A. 
[0 + m)? Logr a m a: = 
Für 0? setze man seinen Wert 9 —=x,°+...X%-ı ein, dann 
erhält man wie oben 
NE X. —m 
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Soll wieder auch das m variieren, so kommt hinzu die 
Bedingung 
—m 


Fam + rn —m+ [zn dx=0 


Durch verschiedene längere Umformungen erhält man hieraus 
| Be 


Fo=m+r m = (rare 


0, 1 
sek 


-m 
nFm+nrem=Aletdut 


[Ama mn 
Xu 1 7er are Re 
n [(m +: x)” + 0°] [(m — %)? + 02] 


—m 4 
ii n—2 tue 
fe 45 an 


01 


Be on A Ber “tm 
= ni ws ef (Kfm? Fept 


mM — Xn 
(X — m)” + eo]? Jr 
HAIE»? 
d.h. der von Sella ausgesprochene Satz für den R, gilt 
allgemein: 

Die Gesamtanziehung des Körpers grösster 
Anziehung im R„. auf zwei Punkte ist ebensogross 
wie die Anziehung der n-fachen, irgend wie über 
die Begrenzung verteilten Masse. 


Anhang. 


$ 20. Ausdehnung des Problems auf k E.. 


Die Resultate lassen sich mit den benutzten Methoden 
sofort erweitern auf KE,. Absolutes Maximum der An- 
ziehung bewirkt die Masse, wenn die Mittelpunkte der E,„ 
in allen Ecken eines regelmässigen Körpers!) liegen und 
die kleinsten Achsen in Richtung der Kugelradien der Kugel 
K;, die um den regelmässigen Körper beschrieben ist; die 
maximale Anziehung erhält man natürlich in Richtung 
dieser kleinsten Achsen. 

Sind statt der E„ Kugeln K„ oder Punkte gegeben, 
so gilt für diese ebenfalls der Sellasche Satz. 

Der Beweis hierfür sei nur für das spezielle Beispiel 
W242 geführt: 

Die ‚angezogenen Punkte haben die Koordinaten: 
+ m, 0; 0, +m; —m, 0; 0, —m. Dann ist 

—m al 


En mx m-— x 
e nl mt my 


Y m—y 
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m 


—2 (ax(aretg I, taretg 17 + $%] Wr yr au 


Dane 


1) Dieser regelmässige Körper kann natürlich auch weniger als 
n-Dimensionen haben, z.B. ein Quadrat im Raum. 


3) 


Setzen wir wieder 


m ?—+x? 
F=arctg — ner „+ arcetg ——— + —uys 


so sind die Bedingungen des Maximums: 
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Damit ist der Satz bewiesen: 

In der Ebene ist die Anziehung des Körpers grösster 
Anziehung auf 4 Punkte ebenso gross wie die Anziehung 
der doppelten Masse, die beliebig auf der Begrenzung 
"verteilt ist. 

Speziell für die Ebene folgt hieraus weiter der Satz: 

Eigentlicher Körper grösster Anziehung auf k 
Baukiestter Ebeneiist ein Kreis. | 


Beweis wieder für k=4. Die Diskussion der Begren- 
zungsgleichung gibt: Die Kurve wird ein Kreis für I. 


‚Nun ist die Anziehung eines Kreises auf einen Punkt nach 
8 12 gleich mr. Also die Anziehung auf 4 Punkte: 
| Be ee 
2m 
damit ist der Satz bewiesen. 
Die allgemeine Übertragung dieser Beweise ist leicht, 
‚da das Prinzip immer dasselbe bleibt, nur die Rechnung 


‘wird grösser. 


Zum Schluss sei mir gestattet, meinem hochverehrten 
Lehrer, Herrn Prof. Dr. Gutzmer, für die freundliche An- 
regung zu dieser Arbeit und Unterstützung bei der Aus- 
führung meinen ergebensten Dank auszusprechen. 
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